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Uitwerkingen H10 Integraalrekening

De tweede benadering is de beste.

Onder de grafiek liggen nog witte vlakdelen.
Boven de grafiek steken blauwe vlakdelen uit.
Neem bijvoorbeeld 5 rechthoeken.

Als je de ondersom gaat tekenen , dan is de hoogte van het eerste rechthoekje gelijk aan de
functiewaarde bij X = 0,4 . Het tweede rechthoekje heeft een hoogte die gelijk is aan de
functiewaarde bij X = 0,8 enz.

Als je de bovensom gaat tekenen dat is de hoogte van het eerste rechthoekje gelijk aan de
functiewaarde bij X = 0 en het 2° rechthoekje heeft de hoogte gelijk aan de functiewaarde
bij X =0,4 enz..

Gegeven f(X) =8 — X°

AXx=0,4 = Op het interval [0,2] zijn er dus 5 rechthoeken.
Het midden is bij x=0,2 ;0,6 ; 1,0 ; 1,4 en bij 1,8.
o) = 1(0,2) . 0,4 +f(0,6) . 0,4 + ...+ 1(1,8) . 0,4 =

0,4. 24: f(0,2+0,4n) = 0,4.24:(8—(0,2+ 0,4n)’)
n=0 n=0

Voer in : nMin = 0 ; u, = (8 — (0,2+0,4.n)* ).0,4; u,Min = 3.196.. ;
v(n) =v(n-1) +u en vyMin = 3.196
De gevraagde Riemansom is v(4) = 12,08

Natuurlijk kan je ook gewoon de functie waarden berekenen enz. =
O(V)=(7,992 + 7,784 +7 + 5,256 + 2,168) . 0,4 = 12,08

Gegeven f(X) = \/ (2X + 6) M=Jiz¥+R5]
De breedte van een rechthoek is 0,5. ____-:(-—_______
We krijgen : :
Oondersom = ( f(=3)+ f(=2,5)+........ + £(-0,5))0,5 = i f"--- e
O0+1+1,4142+1,7321 +2+2,2361).(0,5) = 4,1912 '

n=z Y=z.4a4101A
Obovensom = ( T (=2,5)+ f(=2)+ f(=1,5)+ f (=) + f (=0,5)+ f(0)).0,5 =
(1+1,4142+1,7321 +2 +2,2361 +2,4495).0,5~5,4160 =
4,1912 < 0O(V) <5,4160

12-2x . Yi=idz-chdlih+4
Zie figuur: 1
X+4
Bij de Riemansom hebben we steeds de middens nodig.
Het interval is hier [0, 6] en AX =1 = 6 rechthoeken.
= Hetmidden bij 0,5,1,5;2,5;....... 5,5

Gegeven f(X)=

= O(V)=(f(0,5)+ f(1,5)+ f(2,5)+ f3,5)+ f(4,5)+ f(5,5)).1
~ (2,444 +1,636 + 1,077 + 0,667 + 0,353 + 0,105) = 6,282

n=1.t L Y=1l.6EBEBEEE



5 S (12-2(0.5+n)
Anders: O(V) = 3" £(0,5+1.m).1=1%[ 22— 20->+N)
nders: O(V) Z; ( ) Z;'( 05+n)+4 j

Voer in : nMin =0 ; U, = ((12-2(0.5+n))/(4.5+n); u,Min = 2,4444.. ;
v(n) =v(n-1) +u en v,Min = 2,4444
De gevraagde Riemansom is v(4) = 6,28

Oondersom = (f () + F(2)+ F3)+ f(4)+ f(5)+ f(6)).1 =
3+2+1,333+0,857+ 0,5+ 0,222 +0).1 =4,91

Obovensom = ((F(0)+ F () + F(2)+ F3)+ F () + (5)).1 =791 =
491 < O(V) < 7,91

Dan wordt de oppervlakte gehalveerd.

Naarmate de verdeling steeds fijner wordt , wordt het verschil tussen de boven en de
ondersom steeds kleiner. Het verschil gaat zelfs naar 0. Dit komt doordat Ax oneindig klein
wordt.

Jx=3=x=9
Voerin:y; =X
9
OW)=3-9-0(V) =27~ [/x-dx=
0

27 — fnlnt(y;,%,0,9) = 27 — 18,00= 9,00

Gegeven f(xX) = x> + 1

Voeriny, =x* +1
X +l=8c X =Tox=+tJ7

\/7
OW)=8-27 - [ (€ +1)-dx=~
-

16V 7 — falnt(y1,x , N 7N 7) =
16V 7 - 17,6383 =~ 24,69

Gegeven: f(X) = 6x - X*

Voer in
Y, =6X—x* Y, =5
Calc intersect geeft voor x: 1 en 5.

O(\/):if(x)dx—4'5 =

falnt(y,,X , 1,5) — 20 = 10,67




Voer in
y, =X =5x*+6x+1; y, =1

Gelijkstellen geeft (calc. intersect of algebraisch) geeft voor x:
0,2 en 3.

3
OV)=1-1- [f(x)dx=1~fnlnt(y,, X, 2, 3) ~ 0,42
2

2
O(W)ZI f(x)dx—1-2 = falnt(y,, X, 0, 2) -2~ 2,67
0

Voerin: y, =10x—x* eny, =x+8
2
O(U) = fnlnt(y1x, 1, 8) = 144

O(V) = fnlnt (y , X, 1, 8) = 87,5

O(W) = O(U) — O(V) = 57,17

8
Voerinys;=y;—y» = jy3dx = fnint(y,, x,1,8) =~ 57,17 Geeft dus hetzelfde resultaat.
1

Voer in: y .
Yi=x=24x 5y, =-x o
Gelijkstellen geeft voor x: Oen 1
1
OV) =j(y2 -y,)-dx= fnint(y, - y,,x,0,1) = 0,33
0
f
g
Zie figuur.
Y=d-cTiH)

Snijpunt met de X-as. =
x=2x = X =4x &
X(X—4)=0<x=0v x=4 (voldoen allebei) ] 7

4
= O(W) = [(0—y,)dx= fint(0-y,,x,0,4) = 2,67 '|l /
0 n=3k Y=-_Z4lgeE"Yy




13.

14.

15.

16.

Voer in:

y, =X =3x; y,=1-1x

Calc intersect geeft voor X achtereenvolgens:
-1,32001; -0,43232; 1,75233

—-0,43232
ov)= [ (fe0-g(0)-dx =
—-1,32001
fnint(y, — y,,x,—1.32001,-0.43232) ~ 0,30644

|| SYSTSTSYS S

1,75233

ow)= [ (900—f(0)-dx=

—0,43232
falnt(y, — y,, x,—0.43232,1.75233) ~ 3,44084
= O(V) + O(W) = 0,30644 + 3,44084 =~ 3,75

Voer in:
Yy, =sin(X) ; Yy, =0,25%
Calc intersect geeft voor x: 2,4758 1+ f

j sin(X)-dx = fnlnt(sin x, x,0,7) =2
0

2,47458

oW)= [ (y,-,)-dx

=

0 13T 23T 247

0
falnt(y, — y,,x,0,0.247458) ~ 1,02023

en dit is niet de helft van O(V)=2.
Dus de lijn deelt V niet in delen met gelijke oppervlakte.

Voer in : y; = sin(X)
O(V) = J. f (x)dx = fnint(y,,x,0,7)=2
0

2r
O(W) = [ (0-sinx)dx = fnlnt(-y,,x,0,7) =2

2z
J' f(x)-dx = fnint(y,,x,0,27)=0 Dat komt omdat de uitkomst van de integraal negatief is als f
0

onder de x-as ligt.
2z

f| f(x)|-dx = j abs(sin(x))- dx = fnInt(abs(sin(x)), x,0,27) = 4

Uitkomst is de totale oppervlakte van V en W.

Voerin: y, =x’-5x> +6x; O(2 gebieden) = fnlnt(abs(y,), X, 0, 3) ~ 3,08



17.

18.

19.

20.

21.

22.

Voer in : y; = abs((X’ — 3x) — (1 — 0,5X)),x , -1.32001 , 1.75233) = 3,75
Door weer de absolute waarde te nemen van de verschilfuncties, zorg je er steeds voor dat de
uitkomsten van de integralen positief zijn. De 2 oppervlakten worden dus opgeteld.

Voeriny; =X — 5% +7X eny,=2x— 1
Met de optie intersect vinden we de twee buitenste snijpunten namelijk :

X~-1,96 en X = 1,83 ( De twee middelste snijpunten hebben we niet nodig !!!)
1,83

Nu geldt : O(totaal) = _[ abs(y, —y,).dx = fnint(abs(y, - v,),X,—1.96,1.83)= 5,48

-1,96
Gegeven f(X)=x>+10 met0< x< 6

Nu tussen 2 en 4 = straal is f(3) = 19 = Inhoud =1 .19°.2 = 722x
Tussen 4 en 6. = straal is f(5) = 35 = Inhoud = nt . 352.2 = 2450n

De benadering is nu : 2421 + 722 +2450n =3414n

Gegeven f(x) =8 — 2%
Y1=@-c"8

]

Zie figuur.
Snijpunt met y-as is (0,8) en met de x-as: (3, 0)

Voeriny, =m.(8 -2 =

3
— X\2 _ L
1) = [(8-2 o= WEEE % ¥=-EElEe0E
) ) )
—flnt(y:, X, 0, 3) ~ 238,33

Voer in: y, =—0,1x* + x> + x+3
Calc zero geeft voor X: -3,13978; 3,82864.

I(L)=flnt (7-y2, X, —3.13978, 3.82864) ~[487,49

Gegeven f(x)=9-x* enl:y=2x+6

Snijpunten = 2X+6=-X> +9 =X +2Xx-3=0= (X-D)(x+3)=0=x=1v x=-3.
= De punten (-3,0) en (1,8).

Voeriny; =m.(9 - x*)* en y2=m.2X + 6) .

We hebben ook nog het rechtersnijpunt nodig. = 9-x* =0= x=3



23.

24.

1 3
= Inhoud = J. yzdx+Iyldx = fnint(y,,x,-3,1)+ fnint(y,,x,1,3) =
-3 1

268,0826 +170,9026 = 438,99

Gegeven1‘(x)=2+i en delijneny=2;x=1enx=3.
X

f(x)= 2+§—>”°"2’ g(Xx) _3
X X

3
Voerin y; = 3 eny,=m .y12 = Inhoud :I y,dx = fnint(y,, x,1,3) = 18,85
X 1

De inhoud verandert niet als alles 2 naar beneden wordt verschoven.

Gegeven f(X)=X—+1 en delijneny=1;x=1enx=4
X

Wentelen om de X-as. \
Zie figuur. 3

Voeriny; =f(x) eny, =1
ny;=m .Y12 —T.y2

4
= Inhoud = Iy3dx = fnint(y,,x,1,4)
1

=~ 11,07

— 1,

L —

Nu wentelen om de lijny = 1

Eerst transleren = f(X) = X+l 1 +1M> g(x)= 1
X X X

) 1
Nu g(x) wentelen om de x-as. = Voeriny, = — eny,=7 .y;> =
X

4
= Inhoud = _[yzdx: fnint(y,,X,1,4)~ 2,36
1




25. Gegeven |:y=0,5x; dex-as ende lijn x=28

< 4§

a. Voerin:y;=0,5xeny,=mn .y12 =

8
I(V)=L= jyzdx = fnint(y,, x,0,8)
0

~ 134,04

b.  Nu W is ingesloten door | en de y-as en de lijn y = 4
Goed kijken in de figuur.
I(W) = inhoud cilinder — I(V)
inhoud cilinder is 7 .4° . 8 = 402,12
= M=1I(W)=402,12 — 134,04 = 268,08

26. Als V gaat wentelen om de x-as dan is de inhoud het verschil van de twee
omwentelingscilinders.
De grote cilinder heeft de straal 2 en lengte 5 = I(cilinder groot) =t 2%.5=20n
De kleine cilinder heeft straal 1 en lengte 5. = I(cilinder klein) =7 .17 . 5 = 5n
= De gevraagde inhoud is dus 20n - 5t =15n

27.
T [}
Voer in: y :
Yy, = \/;; y, =1 x; Calc intersect geeft voor x: 0 en 4. :
I(L) = falnt( 7(y,” - y,"), X, 0, 4) ~8,4 :
[}
I
[}
[}
I
I
H
28.

Voer in:
y,=2"=5Jx; y,=5-x.
Calc intersect geeft Xx=1 en X~ 2,8814361

I(L) = falnt( (Y, - y,>), X, 1, 2.8814361) ~ 20,9




29.

30.

32.

33.

Gegeven f(X) = —%Xz’ +2x* en g(x)=x+4

L St L

Zie de figuur.

Eerst de twee functies invoeren en met intersect
de snijpunten bepalen =

X=-1,1055 v x~2,2235 v x~4,8820

= De gevraagde som van de inhouden is :
I(som) =

2,2235 2,2235 4,8820 4,8820

I my dx— J 7y, dx + I 7y, dx — '[ my dx =

~1,1055 ~1,1055 2,2235 2,2235
= falnt( 7(y,> - y), X, —1.1055, 2.2235) +falnt( z(y,’ - y,>), X, 2.2235, 4.8820) ~
~ 155,879 +266,445 =422,32

n=n =0

Gegeven : f(X)=10-x> en g(x)=2"*"

Zie figuur.

Voer iny; =f(X) eny,=g(X)

Met intersect krijgen we de snijpunten bij
X=-3,0869 enx=1,1262

I(L) = flnt( 7(y,’ - y,>), X,—3.0869,1.1262 ) ~ 682,59

Nu wentelen om de lijn y = 10 = Alles 10 naar beneden #=0 'IH. Fl'l_m IIIII'
transleren. = Voeriny; = X* en y2 = 2210

Verder blijkt dat we y; en y, moeten wisselen.

De x-coodrdinaten blijven hetzelfde. =

I(M) = 1(L) = falnt( 7(y,> - y;>), X,—2.8030, 2) ~ 569,80
Hier heeft f een grotere afstand tot de x-as dan g(X). = De x-as kan liggen vanaf het

minimum van g en dan verder omlaag.

Nu is het net andersom. De X-as kan liggen vanaf het maxXimum van f en verder omhoog.

f(x)=ax+b
O(p) = oppervlakte rechthoek + oppervlakte driehoek =
b.p +0,5.p.(ap+b—b)=bp+0,5.p.ap = 0,5ap> + bp
O’(p)=ap + b . Dit is de vergelijking van de functie f.

f(x)=3x%>

p 1 2 3 4 5

o(p) 1 8 27 64 125

Voor alle waarden van p is de oppervlakte gelijk aan p.




35.

36.

b.

C.

do

P =3p’ en dat is gelijk aan de vergelijking van de gegeven functie.

Uit ¢ volgt dat O(p) = p’ Als de oppervlakte van 0 naar p 10 is dan moeten we dus uitkomen

bij p= /10

FX) =X+ +1= F'(X) = 6.(x> +1)’2x =12x(x> +1)° = f(X) =
F is een primitieve van f.

1 1 1 1 1 1
G(x) = (%X—Zje“ -2=G'(x) =Ee2X +(EX—ZJ.e2X.2 =Ee2X + x> —Ee“ =xe* =

G is een primitieven van g.

H(x)=2In(X)+1In*(X)+3= H'(X) :z+2.ln(x).l :Lln(x) =
X X X
H is een primitieve van h.
3X_1 3X‘ .2 X_2 X' 3X_1 4X_2 4x 2 X
J(x):e 0—4:>J'(x):e 3.2¢e g(e 0) _6e e2+ Oe* _
2e* 4e™* 4e™*
4™ +20e* e +5 . I :
pweT = " = J is een primitieve van j.

F(X) = % x> = F'(X)=x* = F is dus een primitieven van f(x) = x*

G(x)= %e““ =G'(X)= %64”1.4 =e"! = G is dus een primitieven van g(x) = ¢™!

H(x)= 3 = H'(X)= L.3X.ln(3) =3" = His dus een primitieven van h(x) = 3*
In(3) In(3)

J(X) =X.In(X) = J'(X) =1.In(X) + X.l =In(X)+1 = Jis een primitieven van j(X) = In(x) + 1
X

FOo=8x™+c= Fo=28-(n+1)-x"=a-x" = f(x)

Gevolg: F is een primitieve van f.

Als n =-1 is de noemer van de coéfficiént van F gelijk aan nul: dat mag niet.

F(x)= = F'(x) :L.gx.ln(g) =g" = f(X) = Fiseen primitieve van f.
In(g) In(g)

F(x)=e*+c= F'(x)=¢e*= f(X) = F is een primitieve van f.



37.

38.

39.

10

F(X)= 1n|X| +c=>F'(X)= L f(x) = F is een primitieve van f.
X

F(X)=XIn(X)-x+c= F'(X) =1.In(x) + X.l—l =In(x) = f(X) = F is een primitieve van f.
X

(XIn(x) - X)+C:>F'(x)—L(1 1n(x)+xl—1)— ! 1(X):M
) In(g) X In(g)

In(g) =* log(X)

F(0=—
In
= F is een primitieve van f.

Bij n = -1 is de noemer dan 0 en dat mag niet.

De primitieve van X' is y = 1n|X| +c want bij differentiéren krijg je X'

Stel G(x) = a.F(X) dan geldt G’(x)= a.F'(X)=a.f = a.F is een primitieven van a.f

f(0)=6x* = F(x)=6-1-x +c=[2x’+¢

f(X)=2%"+5x* =>F(x)=2-1

f( ):X42;32X %—%:%x—x‘z = F(x)—%%xz—_—x‘lJrc:%X2+§+C
f(x)=10" = F(x)= 1:8:))

f(x)=5-2"=>F(x)=5- 12(;) c:%+c

f(x)= X3xj2 :§+%:§+2'X_4 = F(x):ln|x|—§x‘3 +c:1n|x|—3%+c

f(x)=x*-3x = F(x):% x*

f(x)=5¢"= F(x)=5e"+c¢

X 4515 4c=|d
X*+5-2X+C=|5

3.
2

1

x> +c=|=x*

-Zx*+cC




x*-6 x* 6 1
X :—:———:—x—3x’3:
9x) X 2x 2x) 2
1 1 2 -2 2 1 2
GX)=— =X =3 —X " +C=—X +—-—+C=|—-X +—5+C
2 2 - X 4 2

d. f(X)=3"+x = F(X)= 3 +ix4+c

In(3)

e. f(X) =2In(x) = F(X) =2.(XIn(x) — X) + ¢ = 2XIn(X) — 2X+C

f. f(X)=In(2x) =In(X) +In2 = F(X) = XIn(X) — X+ X.In(2) +C

40.
a. fxX)=e"=>FXx)=e""+c

b F()==8X" SF =X (Hrc=-g+c
X
c.
2
f(x )_M__)i +2—f+%=—x’2+2x’3+3x’4:
x* x* Xt x
FOO=x"+2-L-x?+3-L-x " +c=>
F(x)=1-1 —2—1~L3+c:l—i2—i3+c
X X X X
d. f(x):ln(x&):ln(x%):%ln(x): F(0)=3(xInx-x+c)=|3xIn(x)-3 x+¢,
e.
f(x)=" log(lj ="log(x")=—"log(x)=— ! -In(x) =
X 2)
F(x)=—$'(xln(x)—x+c)= —ﬁ-(xln(x)—xﬁc1
f.

f(X) =5.log(2x) =51log(2) +5log(x) = 5log(2) + S.ing—zxz =5log(2)+
n

5
Q) In(x) =
5
F(x):510g(2).x+m.(xln(x)—x)+c
41. Gegeven f(X) =2x-3

a.  Eenprimitieve is : F(X) =X* - 3X+C

b.  Primitieve door (1,2) = 1*°~3 +c=2 <> c=4 = De primitieve is : F(X) =x* - 3x + 4



42.

43.

44,

12

Nuy=x* -3x +craaktde x-as = X’ -3x+c=0en y'=2x-3=0 =
x=15 = 1,5%-315+c=0=c=4,5-225<c=2725

Gegeven: f(x)=(x’-1 = f(X)=x'-2x*+1=
Een primitieve is: 1 X’ —% X+ X+C Door punt (1,7) =

12 iecrec=P a6l F(x) = L
5 15 15 5 3 15

fx)=x> = FX=1x+c

fx)=x> = 0OX)=F(x)=1x+c

. =10°+c=0 = |c=0
zie figuur 10.24: O(0)=0

O(x)=1x" =0(p)=

1 A3
3P 1pd=10 3230 p=330
O(p)=10 }: ip1=10 <o p' =30 p=d30

Gegeven: f(x)=3x>-x’ »

Eerst de snijpunten met de x-as =
3 -xX=0=2XB-X)=0=x=0v x=3

3
Opp. = j(sx2 —x)dx =[x* —%X“]ﬂ = (27—%.81)—0 = 6%
0

Nu moet gelden:

p 1 3 1 3
3 - x)dx =[x -—x*']! =3> < p’-—p* =3=
!( Jox =[x = xX'J} =32 pl - p =32

Voerin:y; =x —0,25x* eny, = 3% Met intersect vinden X =p ~ 1,84 v

X =p = 3,74(vervalt , want buiten het gebied)

3 3 3
I(L) =j7r(3x2 —X3)2dX=jﬂ(9X4 —6%° +x6)dx:7{%x5 — xS +%x7} 29
0 0

Nu moet gelden :

| 1 9 1,1 729
I(L):'|-7r(3x2—x3)2dx:.|.7z(9x“—6x5 +x6)dx:7{—x5—x6+—x7} =—r
0 0 5 7 1, 70

T =0 -9 +=0q |=——7 = Voerin:y;= =X =X +=X eny,= ——
(sq 4 +74 j 70 NS 7 270

Met de optie intersect vinden we X =q = 1,91



45.

46.

13

Gegeven f(X)=x> endelijny=6-Xx

Eerst de snijpunten berekenen. =
X—X=X" X +X-6=0 (X+3)(Xx-2)=0=x=-3; x=2

2 1 1 2
O(\/)=j(6—X—X2)-dX =[—§x3—5x2+6x} =
b .

(—§—2+12 —(9—41—18 7L —13l)= 202
3 2 3 2 6

O(links) = f(é— X=x')-dx=; =
-3

[6x—lx2 —lxﬂ”}:loi@
2

3 12
1 1 1 5
6p-—p’—=p’ |- -18-4=+9 [=10—
(p 2P 3pj ( 2 ] n<
1, 1, 1 5
6p——p°—=p’ |[-(-132)=10— <
(p 2P 3p) ( 2) 12

15 1, 1 5
——p -=p +6p+13-=10—
3p 2p P 2 12
1 1 1 5
Voerin: y, =——X ——Xx* +6X+13—; 10—
AR 2 ST
Calc intersect geeft: x=p=-0,50

Ook kan uiteraard:
y, =falnt (6 —x-x>, X, =3, X); Yy, =10+5/12; window : [-3, 0]x[0, 15]
calc intersect.

I(L) = ﬂj (6- X)ZdX—ﬂj x*dx = ﬁi (36—12x+ x> )dx—;zjz‘ x*dx =
-3 -3 -3 -3

> 2 2 32 2
7[36x-6X’ +%x3]_3 —ﬂ[%X5]_3 = ﬂ(SOE—(—171))—7{?—(—48,6)) =16627

Bedenk dat f te schrijvenisals X+1+ % Eerst de snijpunten =

2 —
X+X_+1:73 & 2 H2X+2=-3x & 2X +5x+2=0
X

dit geeft: Xx=—-1 vx=-2.

1

O(V):_f(f -g)-dx= J‘(x+1+§+1§)-dx:

2 2 —

(x+§+2%)-dx

—

[N

1
sz +In|xX| + 2%x]:25 =(é+1n(%]—%j—(2+ln(2)—5) =

7 1 7
l—+In| = |-In(2)=1—-2In(2
2 (2j (2 2 (2)

p>1:  zie figuur
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48.

o 1 01
O(W)_!((x+1+;)—(x+1)}dx_h-dx =

[In(x)]’ =2< In(p)-0=2= p=¢

Gegeven f(x) = 3
Snijpunten = f(x)=81<3"=81=x=4

4 ) _ 3 4_
0(\/)=£(81—3 )-dx—[81-x—1n3} =

0
324_£ (=L :324_&
In3 In3 In3

0(\/1)=£(81—3 )-dx—{81 X lnsl_

(SI-a— 3 ]—(_—lj=81-a— 3 _,_L
In3 In3 In3 In3
Nu geldt: O(V;) =162 - 40
In3

Voer in:

KL | 40
=8l X——+— Yy, =162———
Y In3 In3 Y. In3

Calc intersect geeft: x=a=1,60

8
X

Gegeven f(x) =

Zie figuur.

fo=S = t®=1 2og oxo1mx=l
X 8 X

Codrdinaten snijpunten met lijnen: (1, 8) (8, %)

We gaan eerst de totale oppervlakte berekenen.—
8 S "

O(V) =8+ [8x7 dx=8+[ -$] =8+(-1)+8=15
1

De verhouding van de delenis 2 : 1 =

O(V) =10 en O(V3) = 5

X X a a

a

14

8 8
I%dx=5<:>[—§] =5@—1+§=5@§=6@a=1§




49.

50.

51.

52.

Gegeven f(x) = Vx-2

15

8

I(L) :!;r(x—z).dx:!(ﬂx—zﬁ)-dx{%nx? —Zﬁx} -

2 g

(327[—167[)—(27[—47[) =187

V2

1(V,) Zjl.ﬂ'(X—2)-dX=[7Z'(%X2 —2x)]z =

z(ta’ —2a)—(-27)=x(ta’-2a+2) ;
Nu geldt dus :

r(ta’-2a+2)=9r < la’-2a+2=9<

=4+

la’-2a-7=0

2+*/§=2+3\5va=2_m

" " =2-32 (vervalt)

D=4—4%.(—7)=18 — a=

= a=2+3V2

Gegeven f(X) = (3x + 1)’
Fx)=aB3x+1)°+c = FxX)=a6(3x+1).3=18a@B3x+ 1)’

Nu geldt: 18a3x+ 1Y’ =(Bx+ 1)’ = 18a=1< a:%

We moeten G(X) = é.F (ax+b)+c gaan differentiéren =

G'(x) = é.F (ab+b).a=F'(ax+b) = f(ax+b)

f(x)=(2x-1)° = De primitieve heeft de vorm van 2x — 1)” .

Terugdifferentiéren geeft 7.(2x — 1)°.2 = De primitieve is: i(ZX ~-1)" +c

9(x) = (3+4)3 =(3x+4)” = De primitieve heeft de vorm van (3x + 4)
X+

Terugdifferentiéren geeft -2.(3x +4)>.3 = De primitieve is:

Laxrayric - +cC
6 6(3X +4)

1 3
h(x)=4+/3-2x =4.3—-2X)> = De primitieve heeft de vorm van (3—2X)?
1

1 -
Terugdifferentiéren geeft %(3 -2x)2.-2=-3(3-2x)*=

1
De primitieve is: —%(3 —2X)12 +C= —%(3—2x)\/3—2x +C
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1

1
2 . 2(1-x)* = De primitieve heeft de vorm van (I1—X)?

0=

1
Terugdifferentiéren geeft %(1 -X)2.(-)=

1
De primitieve is: —4(1—-X)? +C=—-4y1-X+C

f(x)=ﬁ = FX)=In(x-1)+c

f(x) = % = De primitieve heeft de vorm van In(2x - 5) .

Terugdifferentiéren geeft

! 2= Fo= %1n(2x—5)+c
f(x)=e*"' De primitieve heeft de vorm van ¢™ '

x—1

Terugdifferentiéren geefte™ ' . 4 = F(x)= ie“ +c

f(X)=In(4x-1) De primitieve heeft de vorm van (4x — 1).In(4x — 1)

Terugdifferenti€ren geeft 4.In(4x — 1) + (4x -1). ﬁA =4.In(4x-1)+4 =
X —

F(x) = %(4x—l).ln(4x—1) —X+c

3 5
f(X)=(2x+1)v2x+1=(2x+1)> De primitieve heeft de vorm van (2x +1)?
3 3

Terugdifferenti€ren geeft %(ZX ~1)2.2=52x-1)? =

El
F(x):%(zx_l)z +C=%(2X—1)2\/2X—1+c

f(x)=2"  De primitieve heeft de vorm van 2**

3x
Terugdifferentiéren geeft 2”*.In(2).3 = F(x)= 2 +C
3.1n(2)
f(x)=3""* De primitieve heeft de vorm van 32
2-5x
Terugdifferentiéren geeft 3*>*.In(3).(-5) = F(X)=-— 3 +C
5.In(3)

In(5x+3) 1
In(3)  In(3)

f(x) =" log(5x+3)=

(5x+ 3).In(5x+3)

.In(5x+3) De primitieve heeft de vorm van

16
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Terugdifferenti€ren geeft 5.In(5x + 3) +(5x + 3).5X—13.5 =5.In(5x +3)+5 =
+
R
F(x 5%x+43).In(5x+3)—X |+C
(xX)= nG) ( ( )-In( ) - j
5 5
54. Gegeven: f(X)=—— en g(X)=
2x+1 —4x
. 5 5
a. Eerst het snijpunt. = = =10-4x=2Xx+1& -6x=-9< x=15
10-4x  2x+1

1,5 5 2 5
= Opp. = I dx+j dx =
o 10—4x s 2X+1

Apart Een primitieve van ¢(X) heeft de vorm : In(10 —4x) Nu deze vorm differentiéren =

10— 4x( )_10 4x

= Een primitieve is —%.ln(l 0—-4Xx)

Op dezelfde manier is een primitieve van f(X) : %ln(SX +2) =

1,5 2

+Bln(2x+1)} :—%ln(4)+§ln(10)+§ln(5)—%ln(4)=

1,5

Opp. = [—%ln(lo - 4X)}

0

5 5 5..(250

—(In(10—-1In(4)+21In(5)-21In(4) ) = —(In(250-31In(4) ) = =1

2 (0101068 2109 - 21n(4)) =3 (250 310) = T 1o 27 |
b.  Nuhet omwentelingslichaam van V. =

(V)= 7Z'I dX+7z 4d

(10— 4x) 15(2x+1)

Apart: Een primitieven van LZ =25.(10—4x)"> komt van de vorm (10 — 4x)™

(10 — 4X)
Nu deze vorm differenti€éren = -1(10 — 4X)'2.—4 = % =
(10-4x)
Een primitieve is 2.(10 —4x)"' = _
4 4(10-4x)
Op ongeveer dezelfde maniet is een primitieve van f(X) : —i =
2(2x+1)

25 7 25 T 25 25 -25 25\ 25
(V)=r| —2 | pa| B | (B B, B,25) 25,
410—4x) | 202x+1) |, 16 40 10 8 ) 16

55.

a. Als je dat zou doen dan heb bij het terugdifferentiéren te maken met de productregel en dan
kom je totaal niet uit.
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57.

58.

59.

60.
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1 1
G(X)= a.(4x2 —1)12 =G'(X)= a.l%(4x2 - 1)2 8x=12.axy/4x> -1 Ditis een andere vorm.

Zie ook de opmerking bij vraag a.

Als we een primitieve van h(X) = xv/4x> =1 moeten vinden dan komt de vorm van vraag bij
wel uit.

. 1 o .
De constante a is dan 1 = Een primitieve van h(X) is dan : F(x) =

i(4x2 1) = %(4% ~1)Ax -1

12

y =0,5x

| = iﬁ(gx)z -dx:j};rxzdx =[Lax'] =187-0=18z
0

0

L is een kegel met straal grondcirkel is 3 en hoogte 6.

De inhoud van de afgeknotte kegel is :

1 L, 1 (2% 4 4 X \
—x4°6——.r7.| — P=2dr=32-——p’ =248 =—p o p’' =54 p=x54
3 3 (3 p] P 27 P 27 P P P

y = 1,5X
I(K,) =%.7z.122.8—§.ﬁ.(l,5 p)z.p =3787 <3847 -0,75p’ 1 =3787 <=

6=0,75p’ > p’=8<p=2

Een bol kunnen we zien als het omwentelingslichaam van een cirkel met straal r.
Bol met straal r.

Definieer dus een halve cirkel met middelpunt (0,0) en straal r en ga deze omwentelen om de x-as.

x2+y2:r2:> yZ:rz—x2

3

I (bol) = 2I;r- y* -dx = _Iz;r(rz —xz)-dx:[zﬂ(rzx—§x3)];: 27z(r3 —lr3)—0:§7zr3

Gegeven de cirkel X* +y>=r?

i 1.7 2 ] 1 28
V)= [z(r’=x*)dx=7z| r’x—=x’ | =z| 20 |-| 7= ——1’ |==271
()J( )d [ 3}% (3j(3 81]81

3

3
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Gegeven de cirkel ¢: x> +y* =36

I(bol) = gﬂ.63 =288x

Nu moet gelden :

p p
jzz.(36—x2)dx =447 < 7{36x—%x3} =447 < (36p—% p3j—(—108+9):144 =
-3 -3

—%p3+36p—45:0 = Voerin:ylz—%x3+36x—45:0 —

Met de optie zero vinden we X = 1,27 = p~= 1,27

Gegeven X* +y>=25en k:y=-0,75x + 6,25

Eerst het snijpunt van k met de X-as = -0,75x + 6,25 =0 < 0,75x = 6,25 < x = 8% Kijk

goed in de figuur =

1 (1 : , 4 1,7
(V)= —7.4°]8=-3 —ﬂj(25—X Jix =287 — 7| 25x——x* | =
3 3 ) 9 37,

28i7r—7z 125—12—5 —(75—9) :28i7z—1717z:1117r
9 3 9 3 9

m

Zie figuur AB=+2"+4° = V40 ~ 6,32

-

A2,2); B(4,9)
xC:3:yC:%-32:4%:>C(3, 4%) - ’

Lengte = AC + CB = /I +2,5> + /1> +3,5” ~ 2,69258 + 3,64005 ~ 6,33
Het is dus een betere benadering.

Gegeven f(x) = %Xz = f(X)=x . /
; /
5 10
Lengte boog = .[\/1 +x2dx ) /
0 k)
Voeriny; =V (1 +x%) . /
= Lengte boog = fnInt(y; , X ,0,5) = 13,9038
= De gevraagde omtrek is : +
13,9038 + 12,5+ 5~ 31,40
1 O
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Gegeven f (x) = 2"

De opstaande stukken hebben de lengte
1 en 8 ( de 2 functiewaarden)

f'(x)=2"In(2)=

Voerin:y; = (2x.ln(2))2

en y,=,/l+y, =
3

Booglengte = [ /1+(2%In(2)) dx =
0

fnlnt (y2,x,0,3)=7,792 =

De gevraagde omtrek is :
1+3+8+7,792~19,792

fX)=x-3x* +5 eny=5

20

Eerst de snijpunten. = X’ -3x* +5=5<%x -3 =0 X (X-3)=0=x=0v x=3

Zie ook de figuur.
De horizontale lengte is 3.
fx)=3x -6x=

Voeriny; =3x>—6X eny,= \/1+(y1)2 =

3
Booglengte is : I 1+ f'(x)*dx =
0

fnlnt (y»,Xx,0,3)= 8,81 =
De gevraagde omtrek is ongeveer 11,81

=" 2-cna+t II|

"=

¥Y=1.B7%

..k
y
160
5 X
-GAF 67 64T 67
water

We definiéren een assenstelsel met O op de brug onder het laagste punt van de kabel, de x-as

op de brug: zie figuur hierboven.

Top van de parabool op de y-as, dus parabool van de vorm
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y=ax’+b  door (0,5) geeft b=5=y=ax’+5

door (640, 160) geeft 160=a-640°+5 = a= 61:_052 ~0,0003784 =

y=0,0003784-X* +5 = f(x)= f(x)=0,0007568 X
640

bg AB =2 [ \/1+(0,0007568 )’ - dx ~ 1328 meter
0

-20 fo) 20

f(20) = 15,0 meter

f (X) — 4(e0,062x 4 0002 ) — f '(X) =0, 248(60,062x _ efo,oszx)

20
lengte kabel = | \/1 +(0,248( "0 e 00 ))2 -dx = flnt (\/1 + (0.248(e" —e ™)), x, —20, 20) =
20

Zie rechtsboven de figuur. y, = 4(e”* + ")

Opp net=falnt (y;, X, -20, 20) ~ 409 m’

Gegeveny =V x

De twee cilinders met hoogte 1 zijn te zien in de
figuur. 5
De straal van de onderste cilinder bevindt zich op een L
hoogte 0,5. Nu geldt dus vV x =0,5 =

Xx=0,25 = De straal van de onderste cilinder is 0,25.

De straal van de bovenste cilinder is op een hoogte
van 1,5. Nu geldt : Vx=15= x=225=
de straal van de bovenste cilinder is 2,25.
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y=+2x-4

y?=2x-4 3

x=1y?+2

x?=1y*12y%+4

/ = Tﬂdey =

0

Tz(%y“ +2y7? +4)a’y =
0

[ﬁ(zl_oy5 +%y3+4yﬂ3 ] ; : | %

0
=%7r—0 =%7r =42,157
20 20

Het snijpunt met y=3 = J2x-4=3 < 2x—4:9<:>x=%

13 13

2 2
/ = /(cilinder)—jﬂyzdx =73 -%—IE(ZX—QO’X
2 2
13
=£7Z'—|:7Z'(X2 —4X)J2 =£ﬂ—(§ﬂ'——4ﬂ] =§ﬂ' =38,25x
2 2 2 4 4

Gegeven y=x* enpunt P(p, g)
W, =q=4 Bij)y=4=q hoort p=2 endusook g=4.
y=x"=>x"=y =
4 ) _4 . 24
/ =£7rx a’y_!;;zydy[f;zy }0 =8r-0=8r

T o R O R
/(Vp)=£ﬂy dX='([7Z'X dx{gny L =5 7P
Nu gaan we W, wentelen om de y-as .=

q ) q 1 , 7 4 ,
I(Wq)z.([ﬂx a’y=£;zydy=[§7zy } =574

0
N y 1 5 1 .,
Deze twee zijn gelijk, dus gﬂp =§7rq

Omdat p® =q isdus g = p*, dit invullen geeft
l 5 1 4 1 5 l 4 5 4
= =— —p>-=p" =0 2p°>-5p" =0
= zp > zp" & c p > p S 2p p o

p*(2p-5)=0 & p=0vp=25
25

p =0 vervalt dus p=21% en q=p2:7=6%
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Gegeven de functie: f(X)=+/2X+6

|(L)=7zf(2x+6)dx=n[x2+6x] = o

7(0-(9-18)) =97

Nu V om de y-as . Eerst x* berekenen.=

y=V(2x+6)= y*=2x+6 <
2xX=y*—6 <= x=0,5y"—

X =025y -3y +9 =

Verder is het snijpunt met de y-as bijy =V 6 =

NG NG
|(|\/|)=7IJ- deyzﬁJ-(O,25y4—3y2+9):
0 0

=7[0,05y° -y’ +9y]f =n((l,8x/g—6\/g+9x/€)—0)=4,8.%.\/6

f wentelen om de lijn X =-3 = Eerst . y—4
transleren 3 naar rechts en vervolgens het nieuwe //
gebied wentelen om de y-as. = T
y=2x16—TCO Ly D(x_3)+6=+2x v
Nuy=Vv(2X)= 2x=y*=x=0,5y" = x=-3
x> =0,25y" = 1
4 4 1 4
I :ﬂszdy:ﬂjo,25y4dy:ﬂ‘:2—0 ys} = L L L L o
0 0

[ 222 0] 51,22
20

Gegeven f(x)=2e"*

j‘f '[ 205X oy —
0

= [—46’1_0‘5)( ]0 =—4e™ - (—46’1) = —g+ 4e
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4
Lengte gebogen stuk is I,[l+(f'(){))2dx
0

fl(X) — 29—0,5X+1 . (_0’5) — _el—0,5X

4 4
De booglengte is :I./l+(f'(x))2 ax = I,/1+(—el‘°'5x )20’ -
0 0

Voerin : y, =—e""% en y, =1+(y, )2 = Booglengte is fnint (y,, X, 0, 4) = 6,392
— Totale omtrek is dan 6,392 +2e™* +4 +2e =~ 16,56

f(0)=2e"=2e en f(4)=2e""

We hebben te maken met een wenteling van een rechthoek en de functie £
2e

I(K)=r-4%-2e7" + I zx%dy Eerst apart :

2e7t

y=2"""" o e =0,5y < 1-0,5x=In(0,5y) < -0,5x =In(0,5y)-1
=
< x =2-2In(0,5y)

2e 2e
/(K)=36,983+ | zx’dy =36,983+ [ 7(2-2In(0.5%)) ay
2e! 2et

=36,983+44,178 ~ 81,16

De uitkomst van de 2° integraal vinden we door in te voeren : Yy, = 7z(2—21n(0,5x))2 . Met
de optie integraal uit het calc-menu vinden we de waarde van de integraal.



